
10: Equations linaires du dexime ordre

La forms la plus commune est la forms
"auto-adjoint" si pay? =py'x! =0

(NAS) (p(Ax')' +q(Ax =h(t), alors:

Sipxly +qxy
am sa version homogine =-Spxy' +qxy

(HS) (p(x)' +q(t) x =0,
=f(y))'x + qyx

on

p, q, h -(((a,b), (R), -c =acb,
(10.1) E p(t) > 0 Ft - (a,b).

*

On remarque que, si pe ('Ca,b), IRI alors



(px)=p'x' +px"et (NAS) devient

px" +px +qx =
h

9
x" +bx+pX =

1
p.

Ainsi, si p- C'(NAS) pent the mise sons (a

forms canonique
(10.2) x"+a,Hx' +az(t) x =f(t).

Nows verrous an exercise que 19.2) peat lonjours
s'ecrine sons (a forme (NHS).

Neanmoins, p-C'nist pas nicessaire pour



resoudie (NHS). In effet, (NAS) se mcrit comme

an systime d'ordre 1 in posant x =x, x2 =PX:
I

E
x= x
xi =- q(t)X, +h(t)

soit

(10.3) () =(9*) (E) +(win).
Les conditions initiales du problime de Cauchy
associe a(9.3) sour de la forms

110.4) x,(0) =x(t) =z,, X2(fo) =P(o)X'(o) =zn
acc to - (a,b) et z, zef IR.



An un de cettestructure, on a la definition naturelle
suivante.

Definition 10.1: Une Rouchon b(t) est une solution
de (NHS) Sur (a,b) si b(t) et (pb) (t) sout
derivable our (a, b) et salis font (NAS) Sur (a, b).
·(A) est are solution du problime de Cauchy
(NHS)- 110.4) sidest solution de (NAS) et sahis fait
his conditious initiates (10.4).

Remarque 10.1: Pour que o soit solution de (NHS),
il nist pas requis que p'soit derivable sur (a,b).
(ex: P=Htt et p(t)=It* our(-1111 (



Lemme 10.1: Sons Les hypothius (10.1), le
probleme de Cauchy (NHS) - (10.4) posside nue
unique solution qui existe sur (a,b).

ence:It suffit d'appliquer Le Reonime 5.1 an
problime de Cauchy 10.3)-(10.4). I

Deuxconsequences importantes du lemme (0.1 pour
les solutions de (HS) soul as suivantes.

Lemme 10.2: Sons as hypothics (10.1), sid
est one solution non-triviale de (HS) alors

o (t) et pHp'/A) ne penum sannuler simulta -



rnment sur (a,b). In particulier, sip =I, une
solution non-bivial de (HS) he pant avoir
an zero double dans (a, b).

Lemme 10.3: Sons as hypolius (10.1), so it o
me solution non-triviale de (UAS). Alors is zeros

de one peuvent avoir de point d'accumulation
interieur i (a,b).

Remarque 10.2: Les conclusions des lemmes (0.2
et 10.3 instant vrains si lion remplace (AS)
par l'equation

10.5) (p1x'' +g(t,x) =0,



ong-Cola, b) x 1R", IR") est localement lipschit-
zienue en xet satisfait g(t, 0) =0.

Prence du kunne (0.3:Supposons par contraposition
quil existe tf(a,b) et une suite (tm3 ((a,b) de
zeros de Pr.g.tm-> tF. Comme descontinue,
on conclut immedialment que 6(t*) = 0.

S.p.d.g. nous pourous supposer que t, ctictyc....
Parle Chiorime de Rolle, pour bout me N is

exist [m -> (tm, tmxi) t.g.b'(tm) =0. Comme
In -> ttet pp' est continue, on concut que
(pp) (t) =0. Aiksi, best unique solution



de (AS) quisatisfait hs (Id(t)= (pp')H*) =0,
a savoir d =0.1
La piece du Gume 10.2

est dounce par (a

dernire phrase de la prenue du Lemme (0.3 ci-dessus.

Lemme 10.4: Les solutions de CHS) forment an
espace rectorial de dimension 2.

Preve:Consequence immediate de la formulation
equivalente (10..3) et du Chiorime 5.2.

Nous introduisons maintenant an until central de

la theorie de Sturm-Lionville.



Transformation de Prefer
Considerous anouveau l'equation

(AS) (p(t)x'' +q(t) x =0,

maintenant are (hypolice
p, q -((a,b), (R), -c <acb,

(10.6) E p(t) > 0 Fte(a,b).
Etant donneone solution non-triviale xt) de (HS),
definisions 5,9-(°(Ca,b), RR) par

(10.7) r(t) =x2(t) +(px))(t), rIt) > 0



et

tan 8(t) =XIH(10.8)
PNC are

9(a)-(0,5).

Clairment, rit et IH sont determines de fagon
unique par (10.7)-110.8). Ces nouvelles variables

sont applies rayon
de Prefer at angle de Prefer,

respectivement. Nous mouherous an evercise que
~, D- C'(a,b), IR) et satisfontle systeme

10.31 v
=(*- q(H) rsingcos8,

110.10) g' =ys'8 + q(t) sin".



Par definition de I, on a que
FIeCab), xEl =0 ) DIE) =0 (modi)
Plus precisement, on a le resultat suivant.

Proposition 10.1: Sous (hypothic (10.61, soit
XIt) are solution non-triviale de (AS) et soit

r, =('CLa,b),1R) difhis par (10.1)-(10.8).

supposons qu'il existe act, ste...tucb
hels que

X Itn) =0 et XHt0 sitttn, k=1, ..., m.

Alors, pour k=1, ..., n, on a



9 (tr) =kπ 9(t)< ki Ftst.
I

Prence:Par (10.81, 91) =0 (mod 4) ssi

Ik =31,...,n3 t.g. tity. De plus, par (10.10),
8'(tr)=/p1tn) > 0. Comme g'est continue

Sur La, b), I est strictment croissant dans an

voisinage adroite de tn. Puisque 8(t) =0
God is pour bout to(tr, tail et 9'Intl > 0,
la continuitide & entraine

&(tx) =8(1)+π, (t) & (tn) tstn.
La condition 8(a) -> (0,5) dans (10.8) implique
finalement que I(tr) =km, k = 1, ..., h. #


